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 با سلام خدمت همه دانشجویان عزیز

مجموعه که در پیش رو دارید حاصل جمع آوری تمرینات مهم و مسائلی که در آزمون این 

های پایان ترم و کنکور کارشناسی ارشد مکرر تکرار شده است. هدف بنده از تهیه این 

جویی در وقت دانشجویان و تمرکز دانشجویان بر روی یک مجموعه سوال و جواب، صرفه

 ر بوده است.مجموعه به منظور کسب موفقیت بیشت

توانند در امتحانات پایان ترم و در آزمون به نظر بنده با خواندن این سوالات، دانشجویان می

 های کنکور کارشناسی ارشد نمره و درصد خوبی کسب کنند.

این مجموعه از کتب مرجع ریاضیات مهندسی و معادلات دیفرانسیل، همچون بویس، سیمونز، 

ر و ... گرداوری شده و سعی شده با زبانی ساده و به دور از شومز، نیکوکار، معتقدی، شیدف

 تکلف مسائل لاپلاس را بازگو کند.

طلبد خوانندگان عزیز بنده را در این هر مجموعه در ابتدای راه دارای نواقصی است که می

 امر همراهی کنند و با نظرات خودشان چراغی روشن در این مسیر باشند.
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 .یر را بیابیدتبدیل لاپلاس توابع ز

1. 𝒇(𝒕) = 𝒆𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒕 + 𝟒) 

𝑓(𝑡) = 𝑒2𝑡[[cos 2𝑡 cos 4] − [sin 2𝑡 sin 4]] = 0.6ℓ[𝑒2𝑡 cos 2𝑡] + 0.7ℓ[𝑒2𝑡 sin 2𝑡] 

𝐹(𝑠)=
−0.6(𝑠−2)

(𝑠−2)2+4
+

0.7×2

(𝑠−2)2+4
=
−0.6𝑠+1.6

(𝑠−2)2+4
 

2. 𝒇(𝒕) = 𝒖𝟑(𝒕)(𝒕 − 𝟑)
𝟐𝒆𝒕−𝟑 𝐬𝐢𝐧(𝒕 − 𝟑) 

𝑒−3𝑠ℓ[𝑡2𝑒𝑡 sin 𝑡] = (
1

𝑠2 + 1
)
′′

𝑠 ⟶ 𝑠 − 1     𝐹(𝑠) = 𝑒−3𝑠
6(𝑠 − 1)2 − 2

[(𝑠 − 1)2 + 1]
 

3. 𝒇(𝒕) = 𝒖𝝅(𝒕)(𝒕 − 𝝅)
𝟐𝒆𝟐𝒕 𝐬𝐢𝐧𝟑𝒕 

𝑒−𝜋𝑠ℓ[𝑡𝑒2(𝑡+𝜋) sin(𝑡 + 𝜋)] = 𝑒−𝜋(𝑠−2) (
1

𝑠2 + 1
)
′

𝑠 ⟶ 𝑠 − 1 =
−6𝑒−𝜋(𝑠−2)𝑠 − 2

[(𝑠 − 2)2 + 9]2
 

4. 𝒇(𝒕) = {𝒕
𝟐      𝟎 ≤ 𝒕 < 𝟐   
  𝟑        𝒕 ≥ 𝟐

}  

𝑡2[𝑢0(𝑡)−𝑢2(𝑡)] + 3[𝑢2(𝑡)]         → 𝐹(𝑠)=
2!

𝑠3
−
2!𝑒−2𝑠

𝑠4
+
3𝑒−2𝑠

𝑠
 

5. 𝒇(𝒕) = {𝟏      𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟏   , −𝟏        𝟎 < 𝒕 < 𝟏} , 𝒇(𝒕) = 𝒇(𝒕 + 𝟐)   

=
∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑡
1

0
− ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑡

2

1

1 − 𝑒−2𝑠
   → 𝐹(𝑠) =

1
𝑠
(𝑒−2𝑠 − 2𝑒−𝑠 + 1)

1 − 𝑒−2𝑠
 

6. 𝒇(𝒕) = {
𝒕      𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝝅   

  𝟐𝝅 − 𝒕        𝝅 < 𝒕 < 𝟐𝝅
} , 𝒇(𝒕) = 𝒇(𝒕 + 𝟐𝝅) 

=
∫ 𝑡𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑡
𝜋

0
+ ∫ (2𝜋 − 𝑡)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑡

2𝜋

𝜋

1 − 𝑒−2𝜋𝑠
      → 𝐹(𝑠) =

−2𝑒−𝜋𝑠

𝑠2(1 − 𝑒−2𝜋𝑠)
 

7. 𝒇(𝒕) =
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒕

𝒕
 

∫
4

𝑢2 + 16
𝑑𝑡 = tan−1

𝑢

4

∞

𝑠

]𝑠
∞   → 𝐹(𝑠) =

𝜋

2
− tan−1

𝑠

4
= cot−1

𝑠

4
 

8. 𝒇(𝒕) = ∫ (𝒕 − 𝒙)𝟑 𝐬𝐢𝐧𝒙𝒅𝒙
𝒕

𝟎
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𝑓1(𝑡) = 𝑡
3   → 𝐹1(𝑠) =

3!

𝑠4
 

𝑓2(𝑡) = sin 𝑡   → 𝐹2(𝑠) =
1

𝑠2 + 1
 

𝐹(𝑠) =
3!

𝑠4(𝑠2 + 1)
 

9. 𝒇(𝒕) = 𝜹(𝒕 − 𝟏) 𝐜𝐨𝐬 𝒕 

𝐹(𝑠) = (cos1)𝑒−𝑠 

10. 𝒇(𝒕) =

{
 

 
𝟎                𝒕 <

𝝅

𝟐
   

  𝟏       
𝝅

𝟐
< 𝒕 < 𝟑

𝝅

𝟐

𝟐               𝒕 ≥ 𝟑
𝝅

𝟐 }
 

 

  

[𝑢𝜋
2
(𝑡)−𝑢

3𝜋
2
(𝑡)] + 2 [𝑢

3𝜋
2
(𝑡)]       → 𝐹(𝑠) =

𝑒−
𝜋
2
𝑠

𝑠
−
𝑒−3

𝜋
2
𝑠

𝑠
+
2𝑒3

𝜋
2
𝑠

𝑠
=
𝑒−
𝜋
2
𝑠

𝑠
+
𝑒−3

𝜋
2
𝑠

𝑠
 

11. 𝒇(𝒕) = 𝒕𝟐(𝐜𝐨𝐬𝟑𝒕)𝟐 

𝑡2 (
cos(6𝑥 + 1)

2
)    →  𝐹(𝑠) =

1

𝑠3
+

𝑠

𝑠3(𝑠2 + 36)
 

12. 𝒇(𝒕) = √𝒕𝒆𝒕 

𝐹(𝑠) =
√𝜋

2(𝑠 − 1)
3
2

 

13. 𝒇(𝒕) = 𝒕𝒆−𝒕 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒕 

(
1

𝑠2 + 4
)
′

𝑠 ⟶ 𝑠 + 1         𝐹(𝑠) =
−𝑠2 + 4

(𝑠2 + 4)2
 

14. 𝒇(𝒕) = 𝒕𝟑𝒆−𝟐𝒕 𝐬𝐢𝐧𝒂𝒕 𝐜𝐨𝐬𝒃𝒕 

𝐴 =
𝑎 + 𝑏

2
 , 𝐵 =

𝑎 − 𝑏

2
  

𝐹(𝑠) = [
24𝐴(𝑠 − 2)(𝐴2 + (𝑠 − 2)2)4

2[(𝐴2 + (𝑠 − 2)2)3 − (48𝐴(𝑠 − 2)3)]
+

24𝐵(𝑠 − 2)(𝐵2 + (𝑠 − 2)2)4

2[(𝐵2 + (𝑠 − 2)2)3 − (48𝐵(𝑠 − 2)3)]
] × (−1) 
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15. 𝒇(𝒕) = 𝒕𝟐 + ∫ 𝐬𝐢𝐧(𝒕 − 𝒙)
𝒕

𝟎
𝒇(𝒙)𝑑𝑥  

𝐹(𝑠) =
2

𝑠3
+
𝐹(𝑠)

𝑠2 + 1
         →   𝐹(𝑠) =

2

𝑠3
+
2

𝑠5
  

16. 𝑱𝟎(𝒕) = ∑
(−𝟏)𝒏(𝒕 𝟐⁄ )

𝟐𝒏

𝒏!𝟐
∞
𝒏=𝟎  

𝐹(𝑠) = ∑
(−𝟏)𝒏(𝟏 𝟐⁄ )

𝒏

𝒏!

∞

𝒏=𝟎

× (𝟏 𝒔⁄ )
𝟐𝒏+𝟏

 

17. 𝒆𝒓𝒇(𝒖) =
𝟐

√𝝅
∫ 𝒆−𝒖

𝟐
𝒅𝒖

∞

𝟎
 

2

√𝜋
∫ 𝑒−𝑢

2
𝑑𝑢 =

2

√𝜋
∫∑

(−1)𝑛𝑢2𝑛

𝑛!
𝑑𝑢   →

∞

𝑛=0

𝑡

0

∞

0

 ℓ (
2

√𝜋
∑
(−1)𝑛𝑡2𝑛+1

(2𝑛 + 1)! 𝑛!

∞

𝑛=0

)   

→   𝐹(𝑠) =
1

√𝜋
 ∑

(2𝑛 + 1)!
𝑠2𝑛+1

(2𝑛 + 1)! 𝑛!

∞

𝑛=0

  

18. 𝒇(𝒕) = ∫ (𝒕
𝟏
𝟐⁄ − 𝟐𝐬𝐢𝐧𝒉(𝟐𝒕))𝒅𝒕

𝒕

𝟎
 

𝐹(𝑠) =
1

𝑠
(
√𝜋

𝑠
3
2⁄
−

2

𝑠2 − 1
) 

19. 𝒇(𝒕) = (𝒕 − 𝝅)𝒖𝝅(𝒕) 

→  𝑒−𝜋𝑠ℓ[𝑡 − 𝜋 + 𝜋]   ⇒   𝐹(𝑠) =
𝑒−𝜋𝑠

𝑠2
  

20. 𝒇(𝒕) = (𝒕)𝟑𝒖𝟐(𝒕) 

→  𝑒−2𝑠ℓ[(𝑡 + 2)3]   ⇒   𝐹(𝑠) = 𝑒−2𝑠 (
6

𝑠4
+
8

𝑠
+
12

𝑠3
+
12

𝑠2
)  

21. 𝒇(𝒕) = 𝐬𝐢𝐧 𝒕𝒖𝝅(𝒕) 

→  𝑒−𝜋𝑠ℓ[sin(𝑡 + 𝜋)]   ⇒   𝐹(𝑠) =
𝑒−𝜋𝑠

𝑠2 + 1
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22. 𝒇(𝒕) =
𝒆𝒕

𝒕
 

→   𝐹(𝑠) = ∫
1

𝑢 − 1

∞

𝑠

 𝑑𝑢 =  ln
1

𝑠 − 1
 

23. 𝒇(𝒕) = ∫
𝒆−𝒂𝒕 𝐬𝐢𝐧 𝒕

𝒕

∞

𝟎
𝒅𝒕 

→   𝐹(𝑠) = ∫
1

(𝑠 + 𝑎)2 + 1

∞

0

 𝑑𝑠 =  cot−1 𝑎 

24. 𝒇(𝒕) = 𝒆𝟐𝒕 ∫
𝒆−𝒕 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒕

𝒕

𝒕

𝟎
𝒅𝒕 

→  ∫
2

𝑢2 + 4

∞

𝑠

 𝑑𝑠 =  cot−1
𝑠

2
    

⇒   
1

𝑠 − 2
cot−1

(𝑠 + 1 − 2)

2
= 

1

𝑠 − 2
cot−1

(𝑠 − 1)

2
 

25. 𝒇(𝒕) = ∫ 𝒕𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒕
∞

𝟎
𝒅𝒕 

=  ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑡2 cos 𝑡
∞

0

𝑑𝑡       

⇒   (
𝑠

𝑠2 + 1
)
′′ 𝑠=0
⇒   

 2𝑠(𝑠2 − 3)

(𝑠2 + 1)2
= 0 

26. 𝒇(𝒕) = ∫ 𝒕 𝒆𝟒𝒕𝐜𝐨𝐬𝟐𝒕
∞

𝟎
𝒅𝒕   

⇒   − (
𝑠

𝑠2 + 1
)
′ 𝑠=4
⇒   

4 − 𝑠2

(𝑠2 − 4)2
=
3

100
 

27. 𝒇(𝒕) =
𝟏−𝐜𝐨𝐬 𝒕

𝒕𝟐
 

⇒   ∫ (
1

𝑢
−

𝑢

𝑢2 + 1
)𝑑𝑢 =

∞

𝑠

 ln
√𝑠2 + 1

𝑠
  

 ⇒  𝐹(𝑠) =   ∫ ln
√𝑢2 + 1

𝑢
𝑑𝑢 = 𝑠 ln

𝑠

√𝑠2 + 1

∞

𝑠

+
𝜋

2
− tan−1 𝑠  
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28. 𝒇(𝒕) = 𝒕 ∫
𝒆𝟑𝒕 𝐬𝐢𝐧 𝒉𝒕

𝒕

𝒕

𝟎
𝒅𝒕 

→  ∫
1

𝑢2 + 4

∞

𝑠

 𝑑𝑠 =  
1

2
ln
𝑠 + 1

𝑠 − 1
  
𝑠→𝑠−3
→      

1

2
ln
𝑠 − 2

𝑠 − 4
  

×
1

𝑠
→  
1

2𝑠
ln
𝑠 − 2

𝑠 − 4
   

مشتق
→    𝐹(𝑠) =  

1

2𝑠
ln
𝑠 − 2

𝑠 − 4
+

1

𝑠(𝑠 − 2)(𝑠 − 4)
 

29. 𝒇(𝒕) = 𝐬𝐢𝐧 𝒕 ∗ 𝐜𝐨𝐬 𝒕 

→  ∫ sin 𝑥 cos(𝑡 − 𝑥)
𝑡

0

 𝑑𝑥 =
1

2
𝑡 sin 𝑡 

30. 𝒇(𝒕) = ∫ (𝒕 − 𝒙)𝟑
𝒕

𝟎
𝒙𝟓𝒅𝒙 

→   𝐹(𝑠) =  
3!

𝑠4
×
5!

𝑠6
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 .لاپلاس توابع زیر را بیابیدمعکوس تبدیل 

31. 𝑭(𝒔) =
𝟏

𝟒𝒔𝟐−𝟗
 

1
4⁄

𝑠2 − 9 4⁄
    →     𝑓(𝑡) = sin ℎ(3 2⁄ 𝑡) 

32. 𝑭(𝒔) =
𝟏

𝒔𝟐+𝟐𝒔+𝟏𝟎
 

𝐹(𝑠) =
1

(𝑠+1)
2
+9
    →     𝑓(𝑡)=

1
3
𝑒−𝑡 sin3𝑡 

33. 𝑭(𝒔) =
𝟏

𝒔𝟐− 𝟐𝒔+𝟖
 

𝐹(𝑠) =
1

(𝑠−1)
2
+7
    →     𝑓(𝑡)=

1

√7
𝑒𝑡 sin√7𝑡 

34. 𝑭(𝒔) = 𝐥𝐧
𝒔+𝟏

𝒔+𝟑
 

1

𝑡
𝐹(𝑠)′ =  𝑓(𝑡)     →    𝐹(𝑠)′ =

1
𝑠+1

−
1
𝑠+3

   →    𝑓(𝑡)=
(𝑒−𝑡−𝑒−3𝑡)(−1)

𝑡
 

35. 𝑭(𝒔) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝒔

𝒑
) 

1

𝑡
𝐹(𝑠)′ =  𝑓(𝑡)     →    𝐹(𝑠)′ =

1
𝑝⁄

1+ 𝑠
2

𝑝2

   →    𝑓(𝑡)=
(sin𝑝𝑡)(−1)

𝑡
 

36. 𝑭(𝒔) =
𝒔𝟐

(𝒔𝟐+𝟏)𝟐
 

𝐹(𝑠) =
𝒔𝟐−𝟏

(𝒔𝟐+𝟏)
𝟐
+

1

(𝒔𝟐+𝟏)
𝟐
     →    𝑓(𝑡)= 𝑡cos𝑡+

1
2
(sin𝑡 − 𝑡cos𝑡) 
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37. 𝑭(𝒔) =
𝒔+𝟑

𝒔𝟐+ 𝟐𝒔+𝟓
𝒆−𝝅𝒔 

𝐹(𝑠) = [
𝒔 + 𝟏

(𝒔 + 𝟏)𝟐 + 𝟒
+

1

(𝒔 + 𝟏)𝟐 + 𝟒
] × 𝒆−𝝅𝒔    → 

   𝑓(𝑡) = 𝒖𝝅(𝒕)𝒆
−(𝒕+𝝅)(𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒕 + 𝝅) + 𝐜𝐨𝐬𝟐(𝒕 + 𝝅)) 

38. 𝑭(𝒔) =
𝒔

𝒔𝟐+𝟏
𝐜𝐨𝐭−𝟏(𝒔 + 𝟏) 

𝐹1(𝑠) =
𝒔

𝒔𝟐 + 𝟏
   →    𝑓(𝑡) = cos 𝑡      

𝐹2(𝑠) = 𝐜𝐨𝐭
−𝟏(𝒔 + 𝟏)    

طبق سوال 7
→        𝑓(𝑡) =

1

𝑡
𝑒−𝑡 sin 𝑡 

کانولوشن
→      𝑓(𝑡) = ∫ cos(𝑡 − 𝑥)

𝑒−𝑥 sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑡

0

 

39. 𝑭(𝒔) = 𝐥𝐧 (𝟏 + 𝟏
𝒔𝟐⁄
) 

1

𝑡
𝐹(𝑠)′ =  𝑓(𝑡)     →    𝐹(𝑠)′ =

2𝑠

𝒔𝟐+𝟏
−
2𝑠

𝒔𝟐
   →    𝑓(𝑡)= 2cos𝑡− 2 

40. 𝑭(𝒔) =
𝒔+𝟏𝟏

(𝒔−𝟏)(𝒔+𝟑)
 

تجزیه کسرها
→       𝐹(𝑠) =

𝟑

𝒔 − 𝟏
+

2

𝒔 + 𝟑
     →    𝑓(𝑡) = 3𝑒𝑡 − 2𝑒−3𝑡 

41. 𝒔𝟐𝑭(𝒔) + 𝒔𝑭(𝒔) − 𝟔𝑭(𝒔) =
𝒔𝟐+𝟒

𝒔𝟐+𝒔
 

𝐹(𝑠) =
𝑠2 + 4

𝑠(𝑠 + 1)(𝑠 + 3)(𝑠 − 2)
 

𝐹(𝑠) =
−2 3⁄

𝑠
+
5
12⁄

𝑠 + 1
−
13
30⁄

𝑠 + 3
+
4
15⁄

𝑠 − 2
 

     →    𝑓(𝑡) =
−2

3
+
5

12
𝑒𝑡 −

13

30
𝑒−3𝑡 +

4

15
𝑒2𝑡 

42. 𝑭(𝒔) = 𝐥𝐧
𝒔+𝟏

𝒔−𝟑
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1

𝑡
𝐹(𝑠)′ =  𝑓(𝑡)     →    𝐹(𝑠)′ =

1
𝑠+2

−
1
𝑠−5

   →    𝑓(𝑡)=
(𝑒−2𝑡−𝑒−5𝑡)(−1)

𝑡
 

43. 𝑭(𝒔) = 𝐥𝐧
𝒔𝟐+𝟗

𝒔𝟐+𝟏
 

1

𝑡
𝐹(𝑠)′ =  𝑓(𝑡)     →    𝐹(𝑠)′ =

2𝑠

𝑠2+9
−

2𝑠

𝑠2+1
   →    𝑓(𝑡)=

2cos3𝑡− 2cos𝑡
𝑡

 

44. 𝒔𝑭(𝒔) − 𝑭(𝒔) =
𝟐𝒔+𝟓

𝒔𝟐+𝟐𝒔+𝟏
 

𝐹(𝑠) =
2𝑠 + 5

(𝑠 + 1)2(𝑠 − 1)
 

𝐹(𝑠) =
−3 2⁄

(𝑠 + 1)2
−
7
4⁄

𝑠 + 1
+
7
4⁄

𝑠 − 1
 

     →    𝑓(𝑡) =
−3

2
𝑒−𝑡𝑥 −

7

4
𝑒−𝑡 +

7

4
𝑒𝑡 

45. 𝑭(𝒔) =
𝒔𝟐

(𝒔−𝟏)𝟒
 

𝐹(𝑠) =
(𝑠 − 1)2 + 2(𝑠 − 1) + 1

(𝑠 − 1)4
 

𝐹(𝑠) =
1

(𝑠 − 1)2
+

2

(𝑠 − 1)3
+

1

(𝑠 − 1)4
 

     →    𝑓(𝑡) = 𝑒𝑡 (𝑡 + 𝑡2 +
𝑡3

6
) 

46. 𝑭(𝒔) =
𝟏

√𝒔𝟐−𝟒𝒔+𝟐𝟎
 

𝐹(𝑠) =
1

√(𝑠 + 2)2 + 16
 

𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑡ℓ−1 [
1

√(𝑠)2 + 16
]      →   𝑓(𝑡) =

𝑒−𝑡

4
ℓ−1

[
 
 
 

1

√(
𝑠
4)
2
+ 1]
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 →   ℓ−1[𝐹(𝐾𝑆)] =
1

𝐾
𝑓 (
𝑡

𝐾
)        ,     ℓ[𝐽0(𝑡)] =  

1

√𝑠2 + 1
   ⇒    𝑓(𝑡) =

𝑒−𝑡

4
𝐽0(4𝑡) 

47. 𝑭(𝒔) =
𝟏

𝒔
𝟑
𝟐⁄
 

𝑓(𝑡) = 𝑡
1
2⁄ ×

2

√𝜋
= 2√

𝑡

𝜋
 

48. 𝑭(𝒔) =
𝟏

𝒔𝟐(𝒔𝟐+𝟒)
 

𝑓(𝑡) =
1

4
(𝑡 −

sin 2𝑡

2
) 

49. 𝑭(𝒔) =
𝟑𝒔−𝟒

𝒔𝟐(𝒔𝟐−𝟗)
 

F(s) =
−
1
3
s +

4
9

s2
+

1
3
s −

4
9

s2 − 9
 

     →    𝑓(𝑡) =
1

3
cos ℎ(3𝑡) −

4

27
sin ℎ(3𝑡) +

4

9
𝑡 −
1

3
 

50. 𝑭(𝒔) =
𝒆−𝒔

𝒔𝟒
 

     →    𝑓(𝑡) =
1

6
(𝑡 − 1)3𝑢1(𝑡) 

51. 𝑭(𝒔) =
𝒆−𝟐𝒔

𝒔𝟐+𝟒
 

     →    𝑓(𝑡) =
1

2
sin 2(𝑡 + 2)𝑢2(𝑡) 

52. 𝑭(𝒔) =
𝟏−𝒆−𝒔

𝒔(𝒔+𝟐)
 

F(s) =
1

𝑠(𝑠 + 2)
−

𝑒−𝑠

𝑠(𝑠 + 2)
 

     →    𝑓(𝑡) =
1

2
(1 − 𝑒−2𝑡) −

1

2
(1 − 𝑒−2(𝑡−1))𝑢1(𝑡) 
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53. 𝑭(𝒔) =
𝒔𝒆𝟑𝒔

(𝒔𝟐−𝟗)
 

𝑓(𝑡) = cos ℎ3(𝑡 + 3)𝑢−3(𝑡) 

54. 𝑭(𝒔) = 𝐜𝐨𝐭−𝟏(𝒔 + 𝟒) 

1

𝑡
𝐹(𝑠)′ =  𝑓(𝑡)     →    𝐹(𝑠)′ =

−1

1+ (𝑠+4)
2
   →    𝑓(𝑡)=

𝑒−4𝑡sin𝑡
𝑡

 

55. 𝑭(𝒔) =
𝟏

𝒔
𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝟏

𝒔
 

1

𝑡
𝐹(𝑠)′ =  𝑓(𝑡)     →    𝐹(𝑠)′ =

1

1+𝑠2
   →    𝑓(𝑡)= ∫

sin𝑡
𝑡
𝑑𝑡

𝑡

0
 

56. 𝑭(𝒔) =
𝒔

(𝒔𝟐+𝟏)𝟐
 

     →    𝑡ℓ−1∫
𝑢

(𝑢2 + 1)2
𝑑𝑢 

∞

𝑠

=
𝑡

2
sin 𝑡 

57. 𝑭(𝒔) =
𝟏

𝒔+𝟏
𝐥𝐧

𝒔

𝒔−𝟏
 

F(s1) =
1

𝑠 + 1
  →  𝑓(𝑡1) = 𝑒

−𝑡  

F(s2) = ln
𝑠

𝑠 − 1
 →  𝑓(𝑡2) = −

1

𝑡
(1 − 𝑒𝑡) 

𝑓(𝑡) = ∫ 𝑒−(𝑡−𝑥) ×
1

𝑥
(1 − 𝑒𝑥)

𝑡

0

𝑑𝑥 = ∫
𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑡

0

 

58. 𝑭(𝒔) =
𝒔

𝒔𝟐+𝟏
𝐜𝐨𝐭−𝟏(𝒔 + 𝟏) 

F(s1) = cot
−1(𝑠 + 1)   →  𝑓(𝑡1) =

𝑒−𝑡sin 𝑡

𝑡
 

F(s2) =
𝑠

𝑠2 + 1
 →  𝑓(𝑡2) = cos 𝑡 

𝑓(𝑡) = ∫ cos(𝑡 − 𝑥) ×
𝑒−𝑥sin 𝑥

𝑥

𝑡

0

𝑑𝑥 
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 لاپلاس حل کنید.معادلات زیر را با استفاده از تبدیل 

59. 𝒚′′ + 𝟒𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕 − 𝒔𝒊𝒏(𝒕 − 𝟐𝝅)𝒖𝟐𝝅(𝒕)   𝒚(𝟎) = 𝟎   ,       𝒚
′(𝟎) = 𝟎     

𝑠2𝐹(𝑠) + 4𝐹(𝑠) =
2

𝒔𝟐 + 𝟒
−
𝑒−2𝜋𝑠

𝒔𝟐 + 𝟏
 

𝐹(𝑠) =
2

(𝒔𝟐 + 𝟒)2
−

𝑒−2𝜋𝑠

(𝒔𝟐 + 𝟒)(𝒔𝟐 + 𝟏)
 

     →    𝑓(𝑡) =
1

8
[sin 2𝑡 − 2𝑡 cos 2𝑡] −

1

2
∫ sin(𝑡 − 𝑥)
𝑡

0

sin 2(𝑥 + 2𝜋)𝑒−2𝜋𝑥𝑑𝑥 

60. 𝒕𝒚′′ + 𝒚′ − 𝒕𝒚′ + 𝒚 = 𝟎                             𝒚(𝟎) = 𝟏   ,      𝒚′(𝟎) = −𝟏         

𝐹(𝑠) = −
𝑑

𝑑𝑠
[𝑠2𝐹(𝑠) − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′(0)] + 𝑠𝐹(𝑠) + 𝑦(0) −

𝑑

𝑑𝑠
[𝑠𝐹(𝑠) − 𝑦(0)] + 𝐹(𝑠) 

𝐹(𝑠) = −2𝑠𝐹(𝑠) − 𝑠2
𝑑𝐹(𝑠)

𝑑𝑠
+ 1 + 𝑠𝐹(𝑠) + 1 − 𝐹(𝑠) − 𝑠

𝑑𝐹(𝑠)

𝑑𝑠
+ 𝐹(𝑠) 

𝑑𝐹(𝑠)

𝐹(𝑠)
= 𝑑𝑠 (

2 − 𝑠

𝑠(𝑠2 + 1)
)  →    ln 𝐹(𝑠) = ln

𝑠2

(𝑠 + 1)3
    →  𝐹(𝑠) =

𝑠2

(𝑠 + 1)3
 

→  𝐹(𝑠) =
(𝑠 + 1)2 − 2(𝑠 + 1) + 1

(𝑠 + 1)3
=

1

𝑠 + 1
−

2

(𝑠 + 1)2
+

1

𝑠 + 1
 

 →    𝑓(𝑡) = 2𝑒−1𝑡 − 2𝑡𝑒−1𝑡 

61. 𝒚′′ − 𝟐𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝑓(𝑡)                           𝒚(𝟎) = 𝟎   ,      𝒚′(𝟎) = 𝟎         

f(𝒕) =

{
 

 
𝟎        𝟎 <  𝒕 <

𝝅

𝟐
   

  𝟏         
𝝅

𝟐
< 𝒕 < 𝟑

𝝅

𝟐

𝟐               𝒕 ≥ 𝟑
𝝅

𝟐 }
 

 

 

[𝑢𝜋
2
(𝑡)−𝑢

3𝜋
2
(𝑡)] + 2 [𝑢

3𝜋
2
(𝑡)]       → 𝐹(𝑠) =

𝑒−
𝜋
2
𝑠

𝑠
−
𝑒−3

𝜋
2
𝑠

𝑠
+
2𝑒3

𝜋
2
𝑠

𝑠
=
𝑒−
𝜋
2
𝑠

𝑠
+
𝑒−3

𝜋
2
𝑠

𝑠
 

𝑠2𝐹(𝑠) − 2𝑠𝐹(𝑠) + 2𝐹(𝑠) =
𝑒
−
𝜋
2
𝑠

𝑠
+
𝑒
−3
𝜋
2
𝑠

𝑠
  →   𝐹(𝑠) =  

𝑒
−
𝜋
2
𝑠
+𝑒

−3
𝜋
2
𝑠

𝑠(𝑠2−2𝑠+2)
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→    𝑓(𝑡) = ∫ (
𝑒−
𝜋
2
𝑥

𝑥
+
𝑒−3

𝜋
2
𝑥

𝑥
) × (𝑒(𝑡−𝑥) sin(𝑡 − 𝑥))𝑑𝑥

𝑡

0

 

62. 𝒚′′ + 𝟔𝒚′ + 𝟓𝒚 = 𝒆𝒕𝜹(𝒕 − 𝟏)               𝒚(𝟎) = 𝟎   ,       𝒚′(𝟎) = 𝟒     

𝑠2𝐹(𝑠) + 6𝑠𝐹(𝑠) + 5𝐹(𝑠) − 4 = 𝑒−(𝑠−1) 

𝐹(𝑠) =
𝑒−(𝑠−1)

𝑠2 + 6𝑠 + 5
=

𝑒−(𝑠−1)

(𝑠 + 3)2 − 4
 

     →    𝑓(𝑡) = 𝑒1 [
1

2
𝑒−3(𝑡−3) sin ℎ2(𝑡 − 3)] 

63. 𝒚′′ + 𝒚 = ∑ 𝜹(𝒕 − 𝟐𝒌𝝅)∞
𝒌=𝟏                𝒚(𝟎) = 𝟎   ,       𝒚′(𝟎) = 𝟎     

𝐹(𝑠) =
∑ 𝑒−2𝑘𝜋𝑠∞
𝑘=1

1 + 𝑠2
 

     →    𝑓(𝑡) = ∑𝑢2𝑘𝜋 sin(𝑡 − 2𝑘𝜋)

∞

𝑘=1

 

64. 𝒚′ + 𝟐𝒚 + ∫ 𝒚𝒅𝒙
𝒕

𝟎
= 𝟎               𝒚(𝟎) = 𝟏         

𝑠𝐹(𝑠) − 1 + 2𝐹(𝑠) +
𝐹(𝑠)

𝑠
= 0        →    𝐹(𝑠) =

1

𝑠 + 1
−

1

(𝑠 + 1)2
 

     →    𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑡 + 𝑡𝑒−𝑡 
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−𝒆ابتدا بسط 
𝟏

𝒔 𝟏های توان برحسب

𝒔
−𝒔 بنویسید سپس  

𝟏

𝟐𝒆−
𝟏

𝒔  را به صورت سری بنویسید. سپس نشان

 دهید :

65.  𝓵 ( 𝒔−
𝟏

𝟐𝒆−
𝟏

𝒔) =
𝟏

√𝝅𝒕
𝐜𝐨𝐬𝟐√𝒕 

 جواب قسمت اول:

𝒔−
𝟏
𝟐 = ∑(−1)𝑛

(
1
𝑠)
𝑛

𝑛!
= 1 −

1

𝑠
+
(
1
𝑠)
2

2!
−
(
1
𝑠)
3

3!
± ⋯

∞

𝑛=0

 

 جواب قسمت دوم:

66. 𝒔−
𝟏

𝟐𝒆−
𝟏

𝒔 = 

∑
(−𝟏)𝒏

𝒏! 𝒔(𝒏+
𝟏
𝟐⁄ )

∞

𝒏=𝟎

 

 جواب قسمت سوم:

67. 𝓵 (
𝟏

√𝝅𝒕
𝐜𝐨𝐬 𝟐√𝒕) 

=
1

√𝜋
(sin 2√𝑡)

′
=
1

√𝜋
𝑠ℓ(sin 2√𝑡) 

یادآوری
→    sin 𝑡 =  ∑

(−1)𝑛𝑡2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

   →   
1

√𝜋
𝑠ℓ(∑

(−1)𝑛𝑡
(𝑛+

1
2
)
2(2𝑛+1)

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

)  

→  
1

√𝜋
∑
(−1)𝑛2(2𝑛+1)

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

×
Γ(𝑛 +

3
2)

𝑠
(𝑛+

1
2
)
   → 

 با توجه به جواب قسمت دوم، باید مقادیر زیر با هم برابر باشند تا مسئله اثبات شود:

1

𝑛!
=
2(2𝑛+1)Γ (𝑛 +

3
2)

(2𝑛 + 1)!
×
1

√𝜋
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Γ (
1

2
) = √𝜋 

Γ (1 +
1

2
) =

√𝜋

2
 

Γ (2 +
1

2
) = Γ (1 +

3

2
) =

3

2
Γ =

1 × 3

2 × 2
√𝜋     … .. 

Γ (𝑛 +
3

2
) =

1 × 3 × 5 × ……(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)

2𝑛
√𝜋       

توان 2 اضافه می کنیم
→          

Γ (𝑛 +
3

2
) =

12 × 32 × 52 ×……(2𝑛 − 1)2𝑛(2𝑛 + 1)2𝑛

2𝑛(2 × 4 × 6 × …… .2𝑛)
√𝜋 

Γ (𝑛 +
3

2
) =

(2𝑛 + 1)!

2(2𝑛+1)𝑛!
√𝜋       →   

1

𝑛!
=
2(2𝑛+1)Γ (𝑛 +

3
2)

(2𝑛 + 1)!
×
1

√𝜋
 

 مقادیر اولیه لاپلاس را اثبات کنید.

68. 𝓵(𝒚′) = 𝒔𝑭(𝒔) − 𝒇(𝟎)  

  → 𝑓(0) = 𝑠𝐹(𝑠) − ℓ(𝑦′) 

𝑠 → ∞     𝑓(0) = lim
𝑠→∞

𝑠𝐹(𝑠) = 0  

69. 𝓵(𝒚′′) = 𝒔𝟐𝑭(𝒔) − 𝒔𝒇(𝟎) − 𝒇′(𝟎) 

𝑠 → ∞     𝑓′(0) = lim
𝑠→∞

(𝑠𝐹(𝑠) − 𝑓(0)) = 0 

 لاپلاس تابع بسل را اثبات کنید.

70. 𝑱𝒑(𝒙) = ∑
(−𝟏)𝒏

𝒏!𝚪(𝒏+𝒑+𝟏)
∞
𝒏=𝟎 (

𝒙

𝟐
)
(𝟐𝒏+𝟏)

=
𝟏

√𝒔𝟐+𝟏
 

1

√𝑠2 + 1
=
1

𝑠
×

1

√(
1
𝑠)
2

+ 1

=
1

𝑠
(1 + (

1

𝑠
)
2

)

(−
1
2
)

      →    
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یادآوری
→   (1 + 𝑥)𝛼 = 1 +∑

𝛼(𝛼 − 1)(𝛼 − 2)…… . (𝛼 − (𝑛 − 1))𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

   →    

1

𝑠

[
 
 
 
 

1 +

(

 
 
∑

−
1
2(
−
1
2
− 1) (−

1
2
− 2)……(−

1
2
− (𝑛 − 1))

1
𝑠

2𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

)

 
 

]
 
 
 
 

 

1

𝑠
[1 + (∑

(−1)𝑛12 × 32 × 52 × ……(2𝑛 − 1)2𝑛
1
𝑠

2𝑛

2𝑛𝑛!

∞

𝑛=1

)] 

1

𝑠
[1 + (∑

(−1)𝑛(2𝑛)! (
1
𝑠)
2𝑛

22𝑛𝑛!2

∞

𝑛=1

)]         →       ∑
(−1)𝑛(2𝑛)! (

1
𝑠)
2𝑛+1

22𝑛𝑛!2

∞

𝑛=1

    

 

 

 

 

 


